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1 Minimizzazione di espressioni logiche con le proprieta del-
I’algebra di Boole

Esercizio 1.1 - Data la seguente funzione F:
F = a’bcd + abed + ab’cd + a’bc’d
1. Disegnare il circuito corrispondente;
2. Utilizzando le proprieta e i teoremi dell’algebra di Boole, semplificare I’espressione di

F, indicando le singole operazioni svolte e il nome oppure ’espressione della proprieta
o del teorema utilizzato.

(Ad esempio, Proprieta Associativa oppure (AB)C=A(BC));

3. Disegnare il circuito corrispondente all’espressione semplificata cosi ottenuta.

SOLUZIONE

1. 1l circuito corrispondente risulta essere il seguente:
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2. Applicando le proprieta dell’algebra si ottiene:

F = dbd(c+ )+ abed+abed (per distributiva)
F = dbd(c+)+acdlb+V) (per distributiva)
F = dbd+acd(b+1) (per inverso)
F = d'bd+ acd (per inverso)

3. Il circuito corrispondente all’espressione semplificata risulta essere il seguente:

Y

Esercizio 1.2 - Data la seguente funzione F:
F=a'b'dd +a'b'c’d + a’b’cd’ + abc'd’ + ab’c’d’ + abed’ + ab’cd’

1. Utilizzando le proprieta e i teoremi dell’algebra di Boole, semplificare I’espressione di
F, indicando le singole operazioni svolte e il nome oppure ’espressione della proprieta
o del teorema utilizzato.
(Ad esempio, Proprieta Associativa oppure (AB)C=A(BC));

2. Disegnare il circuito corrispondente all’espressione semplificata cosi ottenuta.



SOLUZIONE

1. Applicando le proprieta dell’algebra si ottiene:
F = dbdd +dbdd +dbdd+ d'bed + abdd + ab'dd'+

abed' + ab'ed’ (per idempotenza)
F = (dVdd +abdd)+ (Vd + d'bd)+ (d'Ved + abed)+
+(abdd' + abed') (per associativa)
F = (d+a)bdd + (d+d)d't'c + (' + a)b/cd + (¢ + c)abd”  (per distributiva)
F = vdd +dbd +Ved + abd (pr. inverso)
F = (d+obd +dbd + abd (per distributiva)
F = Vd +dbcd + abd (per inverso)
F = (b +ab)d +dVd (per distributiva)
F = (W +a)d+dbd (per a'b+a=b+a)
F bd +d't'd + ad (per distributiva)

2. 1l circuito corrispondente all’espressione semplificata risulta essere il seguente:
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Esercizio 1.3 - Data la seguente funzione F:

F = a’bcd + abed + ab’cd



1. Disegnare il circuito corrispondente.

2. Utilizzando le proprieta e i teoremi dell’algebra di Boole, semplificare I’espressione di
F, indicando le singole operazioni svolte e il nome oppure ’espressione della proprieta
o del teorema utilizzato. (Ad esempio, Proprieta Associativa oppure (AB)C=A(BC)):

3. Disegnare infine il circuito corrispondente all’espressione semplificata cosi ottenuta.

SoLuzIONE 1. Il circuito corrispondente e:
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2. Applicando le proprieta dell’algebra di Boole si ottiene:

F = d'bed + abed + ab/ed + abed  (per  idempotenza)
F = (a+d)bed+ ab'cd+abed  (per distributiva)
F = (a+d)bed+ acd(b+ 1) (per distributiva)
F = bed+acd(b+V) (per inverso)

F = bed+ acd (per inverso)

3. Il circuito corrispondente all’espressione semplificata é:



Esercizio 1.4 - Data la seguente funzione F:
Flape) =a'b'c’ +a'b'c+a'bc’ +ab'c
1. Utilizzando le proprieta e i teoremi dell’algebra di Boole, semplificare ’espressione di

F, indicando le singole operazioni svolte e il nome oppure ’espressione della proprieta
o del teorema utilizzato.

(Ad esempio, Proprieta Associativa oppure (AB)C=A(BC))

SOLUZIONE

1. Applicando le proprieta dell’algebra si ottiene:

F = dbd+dbe+abd +adVd +dbd +ad'b'c (per idempotenza)
F = dV(d+e)+bd(a+d)+dd b+ V) (per distributiva)
F = dbV+4+Vd+dd (per inverso)



Esercizio 1.5 - Data la seguente tabella della verita della funzione F a due uscite:

alb|c|F
0]0|10]|0
00|11
0O|1]|0]1
0Oj1(1]1
110010
110110
1117010
111111

1. Ricavare lespressione logica SOMMA DI PRODOTTI (prima forma canonica);

2. Utilizzando le proprieta e i teoremi dell’algebra Booleana, semplificare ’espressione di
F, indicando le singole operazioni svolte e il nome oppure ’espressione della proprieta
o del teorema utilizzato.
(Ad esempio, Proprieta Associativa oppure (AB)C=A(BC));

3. Disegnare il circuito corrispondente all’espressione semplificata cosi ottenuta.
SOLUZIONE
1. La prima forma canonica di F &
F = dbec+adbd +a'be+ abe

2. Applicando le proprieta dell’algebra di Boole si ottiene:

F = dVc+dbc+ d'bd + a'be+ abe+ a'be  (per idempotenza)

F = dc/ +b)+db(d+c¢)+bc(a +a)  (per distributiva)

F = dc+db+be (per inverso)

F = dc+db+be (per elementoneutro)

3. Il circuito corrispondente all’espressione semplificata risulta essere il seguente:
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Esercizio 1.6 - Data la seguente tabella della verita di F:

el el == =
—m o O~ ~Oo oW
— oo~ OoRF o0
CoOO RO~ HR
—F oo ~O K= O

1. Disegnare I'implementazione di f1 mediante un Mux 8:1
2. Disegnare 'implementazione di f2 mediante un Mux 8:1

3. A partire dalla tabella delle verita, ricavare I’espressione logica SOMMA DI PRODOT-
TI (prima forma canonica)

SOLUZIONE



Il circuito corrispondente e:

Multiplatore 8:1

0,1,2,4
, D
3,5,6,7
8
C, C, C, ENB
A
B
C
Il circuito corrispondente é:
] Multiplatore 8:1
1,2,4,7
s, D
0,3,5,6
SS
c, C, C, ENB
A
B
C

Prima forma canonica:
fl = a’b’c’ + a’b’c + a’bc’ + ab’d’
f2 = a’b’c + a’bc’ + ab’c’ + abc



2 Minimizzazione di espressioni logiche con le mappe di Kar-
naugh

2.1 Esercizi con soluzione

Esercizio 2.1 - Data la seguente funzione F definita attraverso il suo ONget:
ONset = {m37 ma, me, M7, MmM12,M13, m14}
Calcolare:

1. L’espressione logica SOMMA DI PRODOTTI (prima forma canonica)
2. Implicanti primi

3. Implicanti primi essenziali

4. Copertura minima

5. Dire se la copertura minima trovata € unica

6. Se la copertura minima trovata non € unica, calcolare un’altra copertura minima

SOLUZIONE
La tabella dei mintermini é:

a b ¢ d
m3 [0 0 1 1
m4d |0 1 0 O
m6 |0 1 1 O
m7 |0 1 1 1
ml2 (1 1 0 0
ml3 |1 1 0 1
ml4 |1 1 1 0

1. F(a’b’c’d) = a’b’cd+a’bc’d’+a’bed’+a’bed+abe’d’+abe’d+abed’
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cd

ab 00 01 11 10
ool O 0 1 0
i 1) 0 (1)1
11 1 11 O 1
AN
10 0O OO0 ] O

2. Implicanti primi: a'cd, a'bc, bd’, abc’
3. Implicanti primi essenziali: a'cd, bd’, abc’
4. Copertura minima: a'cd+bd’'+4abc’

5. Dire se la copertura minima trovata ¢ unica: SI

Esercizio 2.2 - Si consideri la seguente funzione F definita attraverso il suo ONget:
ONget = {mg, m1, ma, mg, myg, m12, my4}
Facendo uso della sua mappa di Karnaugh, calcolare:
1. Implicanti primi
2. Implicanti primi essenziali
3. Copertura minima
4. Dire se la copertura minima trovata € unica

5. Se la copertura minima trovata non € unica,calcolare un’altra copertura minima

SOLUZIONE
La mappa di Karnaugh vale:
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ab
cd 00 01 11 11

00'1}10 1 |]1
o1/l 1] o] o | o

11| O 0 0 0

L

1. Implicanti primi: a'b’c’,b'd’,ad’

2. Implicanti primi essenziali: a'b'c’,b'd’,ad’
3. Copertura minima: a'b’c’+b’d'+ad’
4. Dire se la copertura minima trovata e unica: SI

5. Se la copertura minima trovata non ¢ unica,calcolare un’altra copertura minima: /

Esercizio 2.3 - Si consideri la seguente funzione f definita attraverso il suo ONget:
ONset = {mo, m2, mg, m7, m15}
Facendo uso della sua mappa di Karnaugh, calcolare:
1. Implicanti primi
2. Implicanti primi essenziali
3. Copertura minima
4. Dire se la copertura minima trovata € unica

5. Se la copertura minima trovata non € unica,calcolare un’altra copertura minima

SOLUZIONE
La mappa di Karnaugh vale:

12



ab

cd

00

01

11

10

00 01 11 11

w 0/0/|0

0O/ 0|00

0 |(1 1) 0

(1} 1] 0|0
N/

1. Implicanti primi: a'b'd",a’cd’,a’bc,bcd

2. Implicanti primi essenziali: a'b'd’,bcd

3. Copertura minima: a'b’d'+bcd-+a’bc

4. Dire se la copertura minima trovata e unica: NO

5. Se la copertura minima trovata non ¢ unica,calcolare un’altra copertura minima:

a'b’'d'+bcd+a’cd’

Esercizio 2.4 - Si consideri la seguente funzione f definita attraverso il suo ONget:

ONget = {m3, ms, mg, m7, M1z, mi3, M4}

Facendo uso della sua mappa di Karnaugh, calcolare:

1. L’espressione logica SOMMA DI PRODOTTI (prima forma canonica)

2. Implicanti primi
3. Implicanti primi essenziali

4. Copertura minima

5. Dire se la copertura minima trovata € unica

6. Se la copertura minima trovata non € unica,calcolare un’altra copertura minima

SOLUZIONE
La mappa di Karnaugh vale:
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cd 00 o1 11 10
oo| O Ll 1) O
o1 O 0] 1 0
11 1 1 0

»
10l O [(1 1} 0
N/

1. Prima forma canonica:
f = a’b’cd + a’bc’d’ + a’bed’ + a’bed + abc’d’ + abc’d + abed’

2. Implicanti primi: bd’,a'cd,a'bc,abc’

3. Implicanti primi essenziali: bd',a'cd,abc’

4. Copertura minima: b'd'+a’cd+abc’

5. Dire se la copertura minima trovata € unica: SI

6. Se la copertura minima trovata non & unica,calcolare un’altra copertura minima: /

Esercizio 2.5 - Si consideri la seguente funzione F definita attraverso il suo ONgey:

ONset = {mo, ma, ma, me, mz, mg, mi3, mis}
Calcolare:
1. Implicanti primi
2. Implicanti primi essenziali
3. Copertura minima
4. Dire se la copertura minima trovata € unica

5. Se la copertura minima trovata non € unica, calcolare un’altra copertura minima

14



ab

oobﬂo 0
01 0 o@ﬂ
a0 (1) 1) o

0

O|l

10 ( 1 1| 1
SOLUZIONE p—

1. Implicanti primi: a'd’, a’bc, bed, abd, ac'd
2. Implicanti primi essenziali: a'd’, ac'd
3. Copertura minima: a'd’, ac'd, bcd

4. Dire se la copertura minima trovata e unica: SI

Esercizio 2.6 - Minimizzare la funzione il cui ONgge riportato di seguito:
ONset == {m17 m47 m57 m67 m77 m97 m117 m147 m15}

SOLUZIONE

3
e = == R e R e R en) -
— O O KRR K~ R O
— = = O~ = OO OlN
— O R = Rk O O <
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a0 1 [1\ 7

10/ O 1 1]/ O
R\~

IMPLICANTI PRIMI:

A: 0 - 0 1|x'zv

B:|- 0 0 1]y2zv

C:|1 0 - 1|xyv

D:j1 - 1 1]xav

E:|0 1 - -|xYy ESS.
F:l- 1 1 - |yz ESS.

Esistono tre coperture minime:
E+F+A+C

E+F+B+C
E+F+B+D

Esercizio 2.7 - Calcolare una copertura minima della funzione definita dal seguente ONget:

ONset = {m1, m3, mq, ms, me, mg, mg, M12,M13,M14}

SOLUZIONE

X 'y Z V
my |0 0 0 1
ms3 0 0 1 1
mg |0 1 0 O
ms [0 1 0 1
me 0 1 1 0
mg |1 0 0 O
mg 1 0 0 1
mi2 1 1 0 O

1 1 0 1

1 1 1 0

—
D



Xy
zv

00

01

=
|_\9:

11

o F-T) o
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IMPLICANTI PRIMI:

X y z V
A0 0 - 1|xyv|ESS.
B|- - 0 1]|zv
c|- 1 0 - |y7Z
D|- 1 - 0]yv ESS.
Ej1 - 0 -|xz ESS.

Esistono due coperture minime:
A+D+FE+ B

A+D+E+C

Esercizio 2.8 - Minimizzare la funzione il cui ONggie riportato di seguito:
ONser = {mo, m1, ma, mg, ms, mg, Mg, M13}

SOLUZIONE

:
— = O OO0 OOl
— O O = Rk OO Ol
O = O O O = O OIN
—_ O R = OO~ OoO<
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zv 00 01 11 10
R
oo@ 1 0 0
D
01[1 cl) 1 D
1110 | OO0 | O
log 00 @

IMPLICANTI PRIMI:

A: 0 0 - 0O
B: 0 1 0
c:. 0 - 0 -
D: - - 0 1

X’y’V’
y’ZV’
x'z’
7’V

Esiste una sola copertura minima: B + C + D

Esercizio 2.9 - Minimizzare la funzione il cui ONggie riportato di seguito:

SOLUZIONE

ONset = {mo, m1, m2, ma, ms, mg, Mg, Mi1, M13, M5}

3
e el e = = e M e R el -

_— R, OO0 0O~ ~,OO O

—_ O = = OO O O OIN

— = m, O R = OO0~ O«
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10 ‘9 0|0

IMPLICANTI PRIMI:
X 'y z V
A0 0 - 0]xyvVv
B{- 0 1 0]|yzv
Cl1 0 1 -|xy=z
Do - 0 - |x7 ESS.
E - 0 1]zv
F|1 - - 1]|xv ESS.
Esiste una sola copertura minima:
D+F+B

Esercizio 2.10 - Minimizzare la funzione i cui ONgere DCgetsono riportati di seguito:
ONset = {ms, m10, m11, M13, M14, M5}
Dcset — {m37 ms, Mg, m7}

SOLUZIONE

E
— m R RO OO0 OO
— —m— O, O F, O F O R4
e el e e e e e T e e R s

— R R OO R~ O
— = = = = = OO N

—
Ne
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zv 01 11 10

00

01

11
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~
=
N/
\@/
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IMPLICANTI PRIMI:

X 'y z Vv
A0 1 - -|xy|ESS
B|- - 1 1]zv
c|- 1 - 1|yv |ESS
D|- 1 1 -|yz
El1 - 1 -|xz |ESS

Esiste una sola copertura minima:

A+C+FE

Esercizio 2.11 - Minimizzare la funzione i cui ONgere DCeersono riportati di seguito:
ONset = {my, my1, m12, my3, myg, M5}

Dcset = {m37 m4, Mg, mg}

SOLUZIONE
x y z v|f
mq 0O 0 0 1]1
ms 0 0 1 1|x
my 0 1 0 0]x
ms 0 1 0 1]|x
mg |1 0 0 1]x
mi1 1 0 1 1 1
1 1 0 01
1 1 0 1|1
1 1 1 01
1 1 1 1|1
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a0 1 [1\ 7

10/ O 1 1]/ O
R\~

IMPLICANTI PRIMI:

A: - 0 - 1 yv
B: - - 0 1 zv
c: - 1 0 - y7z
D: 1 - - 1 xv
E 1 1 - - xy

Esiste una copertura minima unica: A+E

Esercizio 2.12 - Minimizzare la funzione i cui ONgere DCgersono riportati di seguito:
ONget = {my, m11, m12, my3, myg, M5}

Dcset - {m3a Mg, Ms, mg}

SOLUZIONE

x y z v|f
mq 0 0 0 1 1
ms 0 0 1 1|x
my 0 1 0 0]x
ms 0 1 0 1]|x
mg |1 0 0 1]|x
mi1 1 0 1 1 1
mi9 1 1 0 O 1
mi3 1 1 0 1 1

1 1 1 0|1

1 1 1 1|1
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a0 1 [1\ 7

10/ O 1 1]/ O
R\~

IMPLICANTI PRIMI:

A: - 0 - 1 yv
B: - - 0 1 zv
c: -1 0 - yz
D: 1 - - 1 xv
E 1 1 - - xy

Esiste una copertura minima unica: A+E

Esercizio 2.13 - Data la seguente funzione boleana PARZIALMENTE SPECIFICATA

fa,B,c,0):ONset{mo, m1, m3, ma, ms, ms, mio, mis} DCser{mz, me, mi2}

1. Calcolare con il metodo di Karnaught gli implicanti primi.

2. Calcolare con il metodo di Karnaught una copertura minima per la funzione.

SOLUZIONE

Fase 1 Calcolo degli implicanti primi.
Disegnamo la Tabella di Karnaugh e cerchiamo tutti gli implicanti.

2 - 3

zv

- 0 1H
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Lista degli implicanti primi:

X y z V
A: 1 1 1 1
B:. 0 0 - -
¢ o - - -
D: 0 - - 0
E: 0 - 0
F: -0 0

Fase 2 Calcolo della copertura minima
Esiste una coperatura minima :

f=A+B+C+E. 1

Esercizio 2.14 - Data la seguente funzione boleana

f(a:,y,z):ONset{m[)v m27 m37 m47 m57 m7}

1. Calcolare con il metodo di Karnaugh gli implicanti primi.

2. Calcolare con il metodo di Karnaugh una copertura per la funzione.

SOLUZIONE

Fase 1 Calcolo degli implicanti primi.
Disegnamo la Tabella di Karnaugh e cerchiamo gli implicanti.

z 00 01 11 11

0 1 1 0 1
To ek
B i)

Lista degli implicanti primi:

X y z
A: 0 - O
B: - 0 0
C: 01 -
D: 1 0 -
E: - 1 1
F:r1 - 1
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Fase 2 Calcolo della copertura minima

Una copertura risulta essere:
f=A+D+E. 1

2.2 Esercizi senza soluzione

Esercizio 2.15 - Si consideri la seguente funzione F definita attraverso il suo ONget:
ONger = {m3, mg, mg, M7, m12, M3, M4}

1. Ricavare I’espressione logica SOMMA DI PRODOTTI (prima forma canonica):

2. Disegnare il circuito corrispondente

Facendo uso della sua mappa di Karnaugh, calcolare:
1. Implicanti primi
2. Implicanti primi essenziali
3. Copertura minima
4. Dire se la copertura minima trovata € unica

5. Se la copertura minima trovata non ¢ unica,calcolare un’altra copertura minima
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